
Intro-To-CS
Rec-6: Recursion [1]



What is Recursion?
• Recursion is a problem-solving approach, that 

solves a “big” problem by solving “smaller” sub-
problem(s) of the same kind.
• I.e., we repeatedly break down the problem.
• When do we stop?

• A recursive-solution contains -
1. Base case: define the solution for the simplest

sub-problems.
2. Recursive step(s): define the sub-problems, that 

when solved – will solve the problem.
• By calling the recursive method, from within the 

method, but on a ‘smaller’ input(s).
3. Recursive solution: Solving the big problem by 

using the sub-solution(s).



Recursion - Example

• Problem: Given 𝑛 ≥ 1, calculate 𝑛!, using recursion.
• Recall: 𝑛! = 𝑛 𝑛 − 1 ! = 𝑛 ⋅ 𝑛 − 1 ⋅ 𝑛 − 2 !

• Base case

• Recursive step

• Recursive solution 



Diagram courtesy of Data Structures course (Haim Kaplan, Uri Zwick)

Root: top-most node (no father)

Nodes

Edges

Leaves: bottom-most nodes (no sons)

Father

Son

Depth: longest root-to-leaf path

Tree



fact(4)

fact(3)

fact(2)

fact(1)

return 4 *

return 3 *
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הציר ןמז תויכוביס ימסח
רתויב עורגה טלקה יפל )ללכ ךרדב( חתננ•

•“worst case”.
.הדובע הברה יכה עצבלשרדינ ורובעש טלקה•

?תינכתה עצבת רתויה לכל הדובע המכ:ןוילע םסח•
."הריהמ" איהתינכתהש תוארהל םיצור•
.םיטלקהלכל ןוכנ היהיש ךירצ•
 תומכ תא ונל ףיסומ קר הז ןכש ,העצובש הקיגול "הלעמללגעל" לכונ בושיחה תבוטל•

.הדובעה

?תינכתה עצבת תוחפה לכל הדובע המכ:ןותחת םסח•
."תיטיא" איהתינכתהש תוארהל םיצור•
.םסחה םייקתמ ורובע)!והשלכ( דחא טלק ונל קיפסמ•
 ןכש ,)גניסיילס לשמל( העצובש הקיגול "חינזהל"\"טימשהל" לכונ הזה םסחה בושיח תבוטל•

.הדובעה תומכ תא תיחפמ קר הז

.עובקב לפכ ידכ דע םה םימסחה ,ונלגרהכ:הרעה

𝑂 1

𝑂 𝑛!

𝑂 𝑛"
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SUBSET SUM תייעב

 םירפסמ הליכמש𝐿 המישר:טלק•
.𝑠םלש ךרעו ,םימלש
𝑇 המישר תת תמייק םאה:טלפה• ⊆ 𝐿

 ?𝑠 ל קוידב הווש הב םירביאה םוכסש
.False תרחאTrue אוה טלפה ,ןכ םא•

Input: 𝐿 = 4,−7, 12, 5, 1 , 	 s = 6

𝑇 = −7, 12,1 𝑇 = 5,1

Output: True
Example #1

Input: 𝐿 = 1,2, 4, 8, 16 , 	 s = 32

Positive elements, summing all of them < 	31.

Output: False
Example #2



ןורתפ-SUBSET SUM תייעב
.𝑠 םלש ךרעו ,םימלש םירפסמ הליכמש𝐿 המישר:טלק•
𝑇 המישר תת תמייק םאה:טלפה• ⊆ 𝐿ל קוידב הווש הב םירביאה םוכסש 𝑠? 

• Base cases:

• Recursive steps: when 𝐿 ≠ [] and 𝑠 ≠ 0
• If there is 𝑇 ⊆ 𝐿 of sum 𝑠, the sum 

either include 𝐿[0] or not.
• Otherwise, there is no such 𝑇 of sum 𝑠.

𝐿 =. . ., 	 s = 0 Output: True

𝐿 = [], 	 s ≠ 0 Output: False

𝑠𝑢𝑏𝑠𝑢𝑚 𝐿 1: , s − L 0

𝑠𝑢𝑏𝑠𝑢𝑚(𝐿 1: , s)
𝑠𝑢𝑏𝑠𝑢𝑚(𝐿, s) or

with

without
3

1

2



T

FF FF FT

ןושארה רביאה תא תחקל :ילאמש ףנע
ןושארה רביאה תא תחקל אל :ינמי ףנע

L = [-3, 1], s = -3 L = [-3, 1], s = 1

L = [1], s = 0 L = [1], s = -3 L = [1], s = 4 L = [1], s = 1

s = -2 s = -3 s = 3 s = 4 s = 0 s = 1L = [] and:

Input: 𝐿הציר תמגוד–SUBSET SUM  תייעב = 4,−3, 1 , 	 s = 1

L = [4, -3, 1], s = 1

with
without



שומימ–SUBSET SUM  תייעב



 תת ןיאשכ אמגודל :worst case יפל•
.אלמ ץע לבקנ .הצובק
=:𝑛 ןמסנ• 𝑙𝑒𝑛(𝐿)
?תמוצ לכב הדובע המכ•

•𝑂 𝑛ה ללגב-slicing
slicing-ה תא ךוסחל ןתינ :הרעה•

.𝑂(1) לבקלו
?ץעה קמוע והמ•

•𝑛
?ול שי םילע המכ•

•2!

?ץעה לדוג והמ•
•𝑂 2!

?הצירה ןמז והמ•
 הדובעה תאםוכסנ :ןותחת םסח•

𝑂 לבקנ ,םיתמצב 2!

תויכוביס חותינ–SUBSET SUM  תייעב

𝑛



ןמזה לע ןוילע םסח תוארהל ךירצ ,ליעי דוקהשכ•
...quicksort ,יראניב שופיח :אמגודל•
ןותחת םסח תוארהל קיפסמ )םימעפל( ,ליעי אל דוקהשכ•
!2תוחפל לש ןמזב ץרsubset_sum-ל ןורתפה :אמגודל•
?"הנשמ" הז םאה ?לעופב הצירה ןמז המ•

:ןותחת םסחל תוקיטקט•
.םרפסמכ תוחפל אוה הצירה ןמז ,םיתמצ𝑇 שי ץעב םא•
.םרפסמכ תוחפל אוה הצירה ןמז ,םילע𝐿 שי ץעב םא•

𝑇𝑖𝑚𝑒 זאP לש הרודצורפ-תת איה’P םא ,יללכב• 𝑃 ≥ 𝑇𝑖𝑚𝑒(𝑃")

𝑻

𝑳



)הרשעה(SUBSET SUM  תייעב
?𝑛-בימונילופ ןמזב ןורתפל רפשל רשפא םאה•

𝑂-ל ילוא ?𝑛-ב יעוביר• 𝑛6777?

𝑆𝑢𝑏𝑠𝑒𝑡𝑆𝑢𝑚-ש םיעדוי עגרכ• ∈ 𝑁𝑃.
𝑆𝑢𝑏𝑠𝑒𝑡𝑆𝑢𝑚 םאה• ∈ 𝑃?
!החותפ הלאש וז•

.רתוי תיללכ הלאש לש ןורתפל ליבוי הלש ןורתפש•
•𝑃 =? 𝑁𝑃
𝑆𝑢𝑏𝑠𝑒𝑡𝑆𝑢𝑚 םא ,רמולכ• ∈ 𝑃זא 𝑃 = 𝑁𝑃
.רלוד ןוילימ לש הלאש•

𝑃    – Solvable in polynomial time

𝑁𝑃 – Verifiable in polynomial time

Problems in CS



Count Paths תייעב

-𝑑 גירשב הדוקנ(𝑑 ךרואב𝐿 המישר:טלק•
.םיילילש-יא םירפסמ לש )ידמימ
 תישארמ עיגהל םיכרדה רפסמ המ:טלפה•

 ?𝐿-ל )[0,…,0,0]( םיריצה
.םלש רפסמב המידק םדקתהל קר רתומ רשאכ•

Question 2(a) from the 2015 fall semester exam (Moed B).

Input: 𝐿 = 2, 1

Output: 3



CntPaths 𝑥, 𝑦

𝑥𝑥 − 1

𝑦 − 1

𝑦

 "דמימ" הזיאמ- יפל תונורתפה תא קלחל ןתינ
?ונעגה

CntPaths 𝑥 − 1, 𝑦 CntPaths 𝑥	𝑦 − 1+

=

Count Paths תייעב

CntPaths 𝑎6, 𝑎<, … , 𝑎=

=Q
>?6

=

	

𝒅-ה הרקמה רובע
:ידמימ

CntPaths 𝑎", … , 𝑎# − 1,… , 𝑎$

𝑎! > 0



• Base cases:

• Recursive steps:

CntPaths 0,… , 0 Output: 0?

3

1

2

ןורתפ-Count Paths תייעב

Output: 1

CntPaths 𝑎6, 𝑎<, … , 𝑎= CntPaths 𝑎", … , 𝑎# − 1,… , 𝑎$

𝑎! > 0

=Q
>?6

=

	



ןורתפ-Count Paths תייעב



-ב ילמיסקמה רפסמה היהיטלקהלדוג•
𝐿, 𝑛.
𝐿ידמימ-ודה הרקמה תא חתננ•

= 𝑛,𝑛
.ןותחת םסח תבוטלםיוסמ הרקמ קיפסמ•
.םילע רופסל קיפסמ•
?ץעה קמוע והמ•

.)הטנידרוק ספאל(𝑛תוחפל•
 תוחפה לכל :םיתמצ תומכ•

.𝑛 קמועמאלמ יראניב ץע
:תויכוביסל ןותחת םסח•

𝑑 רובע• = .@2 תוחפל :2
@𝑑 תוחפל :יללכ𝑑 רובע• = 2@ABC =. 
•

ןותחת תויכוביס םסח–Count Paths תייעב

≥ 𝑛

𝑛 − 2, 𝑛 𝑛 − 1, 𝑛 − 1 𝑛 − 1, 𝑛 − 1 𝑛, 𝑛 − 2

𝒅

𝒅 𝒅𝑛 − 1, 𝑛

𝑛, 𝑛

𝑛, 𝑛 − 1

?תתל רשפא םסח הזיא ,𝑓(𝑛) אוה טלפהש םיעדוי ונייה םא



ףדועה תייעב

 שי .coins המישרב םיטרופמה םילבגומ םיגוסמ תועבטמ הידיבו ,amount קייודמ םוכסב ףדוע ריזחהל הכירצ סובוטוא תגהנ
?ףדועה תא ריזחהל תגהנל שי םיכרד המכ תעדל הצרנamount, coins ןתניהב .גוס לכמ תועבטמ לש תיפוסניא תומכ הל

    :אמגוד
amount               :טלקה רובע = 5,	𝑐𝑜𝑖𝑛𝑠 = 1,2,3 	
1+1+1+2   ,1+1+3   ,3+2   ,1+2+2   ,1+1+1+1+1    :תויורשפא5 שי



ףדועה תייעב
יביסרוקר ןורתפ

:סיסבה ירקמ
𝑎𝑚𝑜𝑢𝑛𝑡 םא- = .1 ריזחנ ןכל .)עבטמ ףא םיריזחמ אל הב( ףדוע ריזחהל תחא ךרד שי זא0
𝑎𝑚𝑜𝑢𝑛𝑡 םא- < 𝑐𝑜𝑖𝑛𝑠 וא	0 = 𝑎𝑚𝑜𝑢𝑛𝑡 ו[] ≠ .0 ריזחנ ןכלו קייודמ ףדוע ריזחהל ךרד ןיא זא ,0

𝑎𝑚𝑜𝑢𝑛𝑡 םא– היסרוקרה דעצ > 𝑐𝑜𝑖𝑛𝑠  םגו	0 ≠ []:
:תויורשפא יתש שי תעכו ,)ןורחאה עבטמה תא חיננ( המישרהמ עבטמ רחבנ
 .םוכסה תיראש תא ריזחהל שי תויורשפא המכ קודבנ זאו ןורחאה עבטמב שמתשנש וא-
 שומיש אלל( םוכסה תא ריזחהל שי תויורשפא המכ קודבנ זאו ללכ ןורחאה עבטמב שמתשנ אלש וא-

.)ןורחאה עבטמב
.amount ףדועה תא ריזחהל ללוכה תויורשפאה רפסמ תא ןתיי ל"נה תואצותה םוכס



ףדועה תייעב – הציר ןמז חותינ
 תוחפל אוה הצירה ןמזש הארנ ,רמולכ .דאמ עורג ונבתכש היצקנופה לש הצירה ןמזש הארנ
.טלקה לדוגבילאיצננופסקא
𝑐𝑜𝑖𝑛𝑠 איה תועבטמה תמישר וב טושפ הרקמ לע לכתסנ- = [1,2, … ,𝑛]אוה םוכסהו 𝑎𝑚𝑜𝑢𝑛𝑡 = 𝑛#. 

.ןאכ דובעי קיפסמ הובג םוכס לכ
.הז טלק רובע היסרוקרה ץע תא רייצנ

𝑘 רובע, היסרוקרה לש 𝑘 ה המרב תמוצ לכבש היצקודניאב תוארהל ןתינ < 𝑛, םייקתמ:
𝑎𝑚𝑜𝑢𝑛𝑡 ≥ 𝑛# − 𝑛𝑘 > 0, 	 𝑙𝑒𝑛 𝑐𝑜𝑖𝑛𝑠 ≥ 𝑛 − 𝑘 > 0

.םינב2 קוידב ויהי היסרוקרה ץע לש תונושארה תומרהn ב תמוצ לכל ,ןכל

𝑛!, [𝑛]

𝑛! − 𝑛, [𝑛] 𝑛!, [𝑛 − 1]

𝑛! − 2𝑛, [𝑛] 𝑛! − 𝑛, [𝑛 − 1] 𝑛! − (𝑛 − 1), [𝑛 − 1] 𝑛!, [𝑛 − 2]



ךשמה- ףדועה תייעב – הציר ןמז חותינ

 םיתמצה תומכ תוחפל איה ןמזה תויכוביס .O(1) איה תמוצ לכב הדובעה תומכש חיננ ,תוטשפ םשל
  .תמוצל הדובעO(1) לופכ ץעב

:n ב ילאיצננופסקא תוחפל אוה םיתמצה רפסמש הארנ
 תונושארה תומרהn ב תללוכה םיתמצה תומכ .םינב ינש שי תמוצ לכל ץעב תונושארה תומרה𝑛-ב
:איה

Y
$%&

!'(

2$ = 2! − 1

.םלוכ תא אל לבא ,ץעה יתמצמ קלח קר ונרפסש בל ומיש


