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Rec-7: Recursion [2]



Reminder – Solving with Recursion
• We solve recursion by three steps:

1. Base case: define the solution for the simplest/trivial sub-
problems.

2. Recursive step(s): define the sub-problems, that when solved 
– will solve the problem.

3. Recursive solution: Solving the big problem by using the sub-
solution(s).

• We analyze complexity using a recursion-tree.
• Assume the tree-size is 𝑇 and each node does 𝑘 ‘work’:

𝑇 ≤ 𝑆𝑜𝑙𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛𝐶𝑜𝑚𝑝𝑙𝑒𝑥𝑖𝑡𝑦 ≤ 𝑇 ⋅ 𝑘
• Or using other ways to measure it.



Binom
• Denote with !

" the number of subsets sized 𝑘, from a set 
sized 𝑛.
• Formally: !" = 𝑆 ∣ 𝑆 = 𝑘, 𝑆 ⊆ 1,2, … , 𝑛

• Recursive solution?
• Pascal’s Identity:

𝑛
𝑘 =

𝑛 − 1
𝑘 − 1 +

𝑛 − 1
𝑘

• Interpretation:
:𝑘 לדוגב תוצובקה רפסמ ,יצימ םשב לותח תללוכש םילותח𝑛 לש הצובקב

#"!  :יצימ תא תוללוכש𝑘 לדוגב תוצובק רפסמ-
$"#

#"!:יצימ תא תוללוכאלש𝑘 לדוגב תוצובק רפסמ דועו-
$

.םימילשמו םירז תוערואמ ולא :בל ומיש



Binom – Solution 1 
• Input: 𝑛, 𝑘 ∈ ℕ
• Output: 𝒏

𝒌
• Base cases:

• Recursive steps: when 𝑘 > 0

𝑛 < 0, 𝑘 < 0, 𝑛 < 𝑘 Output: 0

𝑏𝑖𝑛𝑜𝑚 𝑛 − 1, 𝑘 − 1

𝑏𝑖𝑛𝑜𝑚(𝑛 − 1, 𝑘)
𝑏𝑖𝑛𝑜𝑚(𝑛, k) +

with

without
3

1

2

𝑛 =. . ., 	 𝑘 = 0 Output: 1

𝑛 =. . ., 	 𝑘 = 𝑛 Output: 1



𝑛 = 4, 𝑘 = 2

𝑛 = 3, 𝑘 = 1 𝑛 = 3, 𝑘 = 2

𝑛 = 2, 𝑘 = 0 𝑛 = 2, 𝑘 = 1 𝑛 = 2, 𝑘 = 1 𝑛 = 2, 𝑘 = 2

𝑛 = 1,
𝑘 = 0

𝑛 = 1,
𝑘 = 1

𝑛 = 1,
𝑘 = 0

𝑛 = 1,
𝑘 = 1

םודאב בושיחה תא ךוסחל היה ןתינ

decrease 𝑘 keep 𝑘

Binom – Sol.1 Rec. Tree
 𝑏𝑖𝑛𝑜𝑚(4,2)	



.𝑁-ב תולתכןותחת םסח שפחנ•
𝑛 עבקנ• = 𝑁,𝑘 = /

.(רתויב עורגה𝑘-ה הז– הרעה)0
:היסרוקרה ץע•

𝑗 לכל :ןיחבנ• < /
:𝑗-ה המרב ,0

𝑛 = 𝑁 − 𝑗 >
𝑁
2

	
𝑁
2
≥ 𝑘 ≥

𝑁
2
− 𝑗

𝑛:תמוצ לכל ,𝑗-ה המרה דע ,רמולכ• > 𝑘םגו 𝑘 > 0
 .אלמ ץעה הז קמועל דע ,תורחא םילימב•
 ןושארה לולסמה :הז תא תוארל תפסונ ךרד•

.ץעב ילאמשה ףנעה היהי רצעייש

2 תוחפל ץעה לדוג :הנקסמ•
'
2 תוחפל הציר ןמז←)

'
(.

𝑁,𝑁/2

𝑁 − 1,
𝑁
2
− 1 𝑁 − 1,

𝑁
2

𝑁 − 2,
𝑁
2
− 2 𝑁 − 2,

𝑁
2
− 1 𝑁 − 2,

𝑁
2
− 1 𝑁 − 2,

𝑁
2

Binom – Sol. 1 Complexity

≥
𝑁
2



 לכ םוכסל הווש םירביא𝑁 ךותמ ךותמ יהשלכ הצובק תת רוחבל תויורשפאה לכ•
0 והשלכ לדוגב הצובק תת רוחבל תויורשפאה ≤ k ≤ 𝑁	ךותמ 𝑁םירביא:

𝑁
0 +

𝑁
1 +⋯+

𝑁
𝑁 − 1 +

𝑁
𝑁 = 2/

𝑁 ונמכס• + 0םייק ןכלו ,םירביא1 ≤ k’ ≤ 𝑁	ורובע:
𝑁
k’

≥
1

𝑁 + 1
⋅ 2/

המיכסל1 )רתויה לכל( םיפיסומ ונחנא היסרוקרה ץעב )הריצע יאנת( הלע לכבש ןוויכמ•
# תוחפל שיש רמוא הז ,תללוכה

/3#
⋅  ץעה לדוג רמולכ– היסרוקרה ץעב םילע/2

.ילאיצננופסקא~

Binom Complexity – Another approach



Memoization

.תיטסינימרטד היצקנופ לש )תויכוביס תנטקה =( הצירה ןמז תצאהל הקינכט :היצזיאוממ•
 תבוטל ,םינושםיטלקל היצקנופה לש תומדוק תואירק "דעתמ"-שרזע ןורכיזב שומיש י"ע•

.םהב רזוח שומיש
.ורובע םיאתמה הרזחהה ךרע )dict י"ע לשמל( הפומי היצקנופה לשטלק לכל•
.הנוש טלק לכל ידוחיי תויהל ךירצוטלקהמ בשוחמחתפמה•
.עצוממב𝑂(1)-ב תוצר ןולימה לע תולועפ ,dict-ב םישמתשמ םא :הרעה•

:תיביסרוקר היצקנופלהיצזיאוממ•
.היצקנופה טלקל רזעה ןורכיז תא ףיסונ1.
:רזעה ןורכיזבטלקה םאהקודבנ תיביסרוקר האירק ינפל2.

.Iרומשה הרזחהה ךרע תא ריזחנ :ןכ םא.
.IIותוא ריזחנ זאו רזעה ןורכיזברומשנ ,הרזחהה ךרע תאבשחנ :אל םא.

.תפטעמ תייצקנופב שמתשנ ,רזעה ןורכיז תא לחתאל ידכ3.

!היסרוקיר "ץע-תת" ונכסח



?ןולימ םיבייח םאה
.)תננוקמ המישר=( הצירטמ תועצמאב ונלשןורכזה תא ראתל יעבט רתוי

Binom + Memoization = fast_binom
Before   After

We can sometimes 
skip recursive calls!



Binom + Memoization = fast_binom (with matrix 
memory)

Before   After



n=4, k=2

n=3, k=1 n=3,k=2

n=2, k=0 n=2, k=1 n=2,k=1 n=2,k=2

n=1,k=0 n=1,k=1

:רזעה ןורכיז ןכות

valuekey
(n=2, k=1)          2

(n=3, k=1)          3

!רזעה ןורכיזב אצמנ
2 איה האצותה

(n=3, k=2)          3

(n=4, k=2)          6

ןורכיזלהרימש העצוב

ןורכיזב רזוחשומיש עצוב

הריצעיאנת

Binom – Sol.2 (w/ mem) Rec. Tree
 𝑓𝑎𝑠𝑡_𝑏𝑖𝑛𝑜𝑚(4,2)	



𝑘 לדוגב )'וממה ןורכיז( הלבט הנבנ• + 1 ×(𝑛 + 1).
𝑏𝑖𝑛𝑜𝑚-ל האירקל םיאתיj-ה הרושבוi-ה הדומעב אתה• 𝑖,𝑗, לש בושיחל רמולכ !

"
?םיקירה םיאתה רשפ המ•
.הריצע יאנת :*•
.A-ל "ונארק"B לש בושיחה ךלהמב םאB אתלA אתמץח חתמנ:	→•

?הצירה ןמזל רשקה המ•

•Num. of visited cells    X  Num. of visits per cell     X   time per cell visit (not including recursive calls)

Binom – Sol.2 (w/ mem) Complexity



! בושיח :רמולכ ,אוהשלכ𝑖,𝑗 את רחבנ•
"

$#! םיאתהמ י"ע "ארקנ" אתה ?אתל אורקל לוכי ימ•
-ו" !#$

"#$

! לכ:הנעט•
.הצירהלכבתחא םעפ קר ובשהיסרוקירה ידעצ תא עצבי"

$#!-ש חיננ:החכוה•
" :ןיחבנוםדוק בשוחמ	

$#!  ל האירק עצבתת אל-
$#! לש בושיחה םייתסיש ינפל$#"

".

$#! תא בשחל םייסנשכ-
! תא ליכי ןולימה ,"

".

$#! תא בשחל הצרנשכ-
"#$ ! תא בשחל ךרטצנ אל,

.תיביסרוקר"

$#! ובשוחש עגרב-
$#!  םגו$#"

!-ל םעפ ףא שגינ אל"
".

Binom – Sol.2 (w/ mem) Complexity [cont.]

$#!םג:הנקסמ
-ו" !#$

;תחא םעפהיביסרוקיר ידעצ ועצבי$#"

! אתב רקבל רשפא "םכרד" קרש ןוויכמו
רתויה לכל וב רקבנ ,"

.םיימעפ



• Each cell will be visited ≤ 	2 times.
• Each cell requires a constant work – 𝑂(1).
• The number of cells is <= 	𝑛𝑘.
• Overall complexity:

• Num. of visited cells    X  Num. of visits per cell     X   time per cell visit 

• 𝑂(𝑛 ⋅ 𝑘)

Binom – Sol.2 (w/ mem) Complexity [cont.]

≪ 𝑂 2
%
&

w/o mem.



N Queens Puzzle

• How many ways are there to 
place 𝑁 queens on a chess 
board of 𝑁×𝑁.
• Such that no two queens 

threaten each other.
I.e., Queens can’t share a 
row/column/diagonal.
• All queens are identical to us.

• Input: N
• Output: # ways.

   

𝑁 = 8



אמגוד

?2×2 לדוגב חול לע תוכלמ2 רדסל ןתינ םאה•
?3×3 לדוגב חול לע תוכלמ3 יבגל המ•
?4×4 לדוגב חול לע תוכלמ4 יבגל המ•

   

𝑁 = 2



יללכ ןויער :תוכלמהN תייעב

 .ןיקת חול תונבל םעפ לכ "הסננ"•
 .לשכנ דעצשכ"הרוחא" רוזחנו ,תיתגרדה הרוצב ןיקת ןורתפ הנבנו•
."Backtracking" םג ארקנ•

.יקלח ןורתפ טלקכ לבקנ תיביסרוקר האירק לכב•
.תוכלמ𝑘 ומקומ וב חול•
.ןורתפה תאביחרהל הסננ•
𝑘) ה הכלמה תא םקמל ,רמולכ• + 1).

.ונמקימ רבכש תוכלמ𝑘 וב שיש חולםילשהל ןתינ םיכרד המכב :השדח הלאש•
 



=G
?@ABCDEFF! $3#

𝑵 Queens – Solution
• Input: 𝑁 ∈ ℕ, 𝑝𝑎𝑟𝑡𝑖𝑎𝑙 = [𝐿𝑜𝑐𝑂𝑓𝑄𝑢𝑒𝑒𝑛1,… , 𝐿𝑜𝑐𝑂𝑓𝑄𝑢𝑒𝑒𝑛𝐾]
• Output: # of ways to place the queens, after fixing 𝑘 queens.
• Base cases:

• Recursive steps:

𝑁 = ⋯ , 𝑙𝑒𝑛 𝑝𝑎𝑟𝑡𝑖𝑎𝑙 = 𝑁
Output: 0

𝑛𝑞𝑢𝑒𝑒𝑛𝑠 𝑁, 𝑝𝑎𝑟𝑡𝑖𝑎𝑙 + 𝐿𝑜𝑐𝑂𝑓𝑄𝑢𝑒𝑒𝑛 𝑘 + 1𝑛𝑞𝑢𝑒𝑒𝑛𝑠(𝑁, 𝑝𝑎𝑟𝑡𝑖𝑎𝑙)
3

1

2

ATTEMPT #1

Output: 1

invalid

valid

!from 𝑛!תולופכ תוריפס הפ שי?םימילשמו םירז − 𝑘 possible locations

..ירא-𝑛𝟐 ץע לש תויכוביס
?ירשפא רופיש



תונחבה :תוכלמהN תייעב

?תחא הדומעב רתויה לכל ויהי תוכלמ המכ•
.תחאקוידב השעמל•
 :השדחה היעבה רופיש•

 ימוקימ םע𝑝𝑎𝑟𝑡𝑖𝑎𝑙 תמישרו𝑁 :טלק•
.תונושארה תודומעה𝑘-ב תוכלמה
 ,תיחכונה הדומעב הנוש םוקימ םיעבקמהיסרוקיר דעצ לכב ?םירז•

.)הנוש הדומעל סחייתמ דעצ לכ יכ( םיאבה םידעצב רוזחל לוכי אלש

 הדומעב והשלכ םוקימב אצמיהל תבייח הכלמה ?םימילשמ•
.הדומעב םימוקימהלכ לע םירבועו ,תיחכונה

 

👸

…
👸
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𝑵 Queens – Solution
• Input: 𝑁 ∈ ℕ, 𝑝𝑎𝑟𝑡𝑖𝑎𝑙 = [𝐿𝑜𝑐𝑂𝑓𝑄𝑢𝑒𝑒𝑛1,… , 𝐿𝑜𝑐𝑂𝑓𝑄𝑢𝑒𝑒𝑛𝐾]
• Output: # of ways to place the queens, after fixing 𝑘 queens.
• Base cases:

• Recursive steps:

𝑁 = ⋯ , 𝑙𝑒𝑛 𝑝𝑎𝑟𝑡𝑖𝑎𝑙 = 𝑁
Output: 0

𝑛𝑞𝑢𝑒𝑒𝑛𝑠 𝑁, 𝑝𝑎𝑟𝑡𝑖𝑎𝑙 + 𝐿𝑜𝑐𝑂𝑓𝑄𝑢𝑒𝑒𝑛 𝑘 + 1𝑛𝑞𝑢𝑒𝑒𝑛𝑠(𝑁, 𝑝𝑎𝑟𝑡𝑖𝑎𝑙)
3

1

2

Output: 1

invalid

valid

from 𝑛 − 𝑘 possible locations in the next column

valid
^



𝑵 Queens – Implementation Details
• Input: 𝑁 ∈ ℕ, 𝑝𝑎𝑟𝑡𝑖𝑎𝑙 = [𝐿𝑜𝑐𝑂𝑓𝑄𝑢𝑒𝑒𝑛1,… , 𝐿𝑜𝑐𝑂𝑓𝑄𝑢𝑒𝑒𝑛𝐾]
• Output: # of ways to place the queens, after fixing 𝑘 queens.

• Representing 𝑝𝑎𝑟𝑡𝑖𝑎𝑙
• Matrix?
• We can present partial as a list of integers, each one from {1,2, … , 𝑁}.

• Since each queen has ‘its own’ column.
• Each 𝑝𝑎𝑟𝑡𝑖𝑎𝑙[𝑖], represents the row in which the queen in column 𝑖 is located.

• Finding the (in)valid locations in the next column:
• Columns check: Is not required (part of our solution).
• Rows check: by checking in 𝑝𝑎𝑟𝑡𝑖𝑎𝑙.
• Diagonals: 

• ‘upwards’ diagonals: by summing indices.
• ‘downwards’ diagonals:  by subtracting indices.



𝑵 Queens – Validity of 𝒑𝒂𝒓𝒕𝒊𝒂𝒍
• Verifying the a given 𝑝𝑎𝑟𝑡𝑖𝑎𝑙 is valid:
• Columns check: Is not required (part of our solution).
• Rows check: by checking in 𝑝𝑎𝑟𝑡𝑖𝑎𝑙.
• Diagonals: 

• ‘upwards’ diagonals: 
• by summing indices.

• ‘downwards’ diagonals:  
• by subtracting indices.



𝑵 Queens – Implementation

‘envelope’ function



.ץעה לדוג לעןותחתוןוילע םסח ליבקמב הארנ•
המרה יפ לע ץעב תמוצ לכל שיש ילמיסקמ/ילמינימהםינבה רפסמ יפל•

.ולש

ילמינימ םינב רפסמ ילמיסקמ םינב רפסמ המר

N N 0

N - 3 N – 1 1

N - 6 N - 2 2

… … …

N - 3k N - k k

… … …

0 1 N - 1

0 0 N

𝑵 Queens – Analyzing Complexity

…

…

…



.הטמלמו הלעמלמ/𝑇ץעה לדוג תא םוסחנ תעכ
:ץעה לדוג לעהלעמלמ םסח•

𝑁 רתויה לכל תמוצ לכל שי𝑘 המרב• − 𝑘םינב.
רתויה לכל אוה ץעה לדוג ןכל•

1 + 𝑁 + 𝑁 𝑁 − 1 +⋯+ 𝑁! =)
-./

0 𝑁!
𝑖!
≤ 𝑁! ⋅)

-.1

2 1
𝑖!
= 𝑁! ⋅ 𝑒

:3 תיב ליגרתמ•
𝑒 ⋅ 𝑁! = 𝑒 ⋅ 2345 0! = 27(0 345 0)

:ץעה לדוג לעהטמלמ םסח•
𝑘 המר דע• = 0

:
𝑁  תוחפל שי תמוצ לכל − 3 ⋅ 0

:
= 0

;
.םינב

0 המרב ןכל•
:

0 תוחפל שי
;

!
" = 27(0 345 .םיתמצ(0

:כ"הסב•
2"($ %&' $) ≤ 𝑇$ ≤ 2"($ %&' $)

𝑵 Queens – Analyzing Complexity [cont.]

Identity: 
∑!'() $

!!
= 𝑒
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היצטומרפב "םייונפ תומוקמ"1−-ב ןמסנ•
םיסופת תומוקמה לכ :הריצע יאנת•
האצותל הקיר המישר לחתאנו ןיידע עיפוה אל ימ קודבנ•
:המישרב ןיידע עיפוה אלשelement רביא לכל•

המישרב יונפה ןושארה רביאלelement ןיב ףילחנ•
תינמזה המישרל האצותה תא ףיסונו תיביסרוקר םילשנ•

תינמזה המישרה תא ריזחנ•

-1 not in perm
     [perm]

first = unseen[0]
c_perm = perm[:]
c_perm[first] = element
c_perm[element] = first

tmp += pairs_perms_rec(c_perm)

return tmp



ןמז תויכוביס :תוגוזתיצטומרפ
.ילאיצננוספקא ןותחת םסח חיכונ ןאכ םג
𝑡 הצירה ןמז זא𝑡 אוה טלפה תמישר ךרוא םא• ≤
תוגוזה תויצטומרפ רפסמ תא הטמלמ םוסחל קיפסמ ,ןאכמ•

…,0 לש𝜋 היצטומרפ לכל• , ,0] לש תחא תוגוזתיצטומרפ תוחפל שי0! … ,𝑛]–ןיב ףילחנ 
𝜋 𝑖 ↔ 𝑖 + !

0

! תוחפל אוה הצירה ןמז ,ןכל•
0 ! ≫ 2

'
(

!)2J אוה )הצירה ןמזו( תוגוזה תויצטומרפ רפסמ ,השעמל• KLM !)


